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I. 

Visione generale del problema. 

Numerose sono le applicazioni dell~ matemat icu  ulla biologia. 
Alcuue che si riferiscono a questioni fisiologiche relative ai sensi, allu 
circolazione del sangue, al moto degli animali, si possono considerare 
come app~rtenent i  all 'ottica, ~11 ~ ~cus~ic~, ~ll'idrodinamic~, ~ll~ mec- 
canic~ dei solidi, sicch~ la loro tr~ttuzione non richiede metodi  nuovi,  
estranei al campo della fisica matemat ica  classic~. Altre  hanno c~r~ttere 
di maggiore novit~ ed originalitY: sono le applicuzioni alla b iometr ia  
del calcolo delle probabilitY, e quelle della geometria allo studio della 
forma e dello sviluppo degli organismi (*). Meri tuno pure di essere con- 
sidera~e quelle applieazioni ehe si propongono di indagure le ~ r i a z i o n i  
del numero degli i nd i~du i  di specie animali conviventi~ l ' insieme delle 
quali costituisce una teoria matemat ica  della lott~ per l 'esistenza; 

queste ricerehe che noi ci r iferiamo (**). 

Pi~ specie conviventi  costituiscono una ~ssoci~zione biologica. 
Ordin~ri~mente gli individui d i u n a  ussoci~zione si disput~no fl mede-  
~imo nut r imento ,  oppure gli individui di un~ specie si nut rono degli 

( * )  V. ~¢~OLTERRA. - -  S(~g~i scientifici (Bologna, Zanichelli ,  1920): I. Sui tentativi 
di applicazione delle matematiche alle Scienze biologiche e soc~ali. - -  Per  i a  b i o m e t r i a  
si veda il periodico Biometrika, fondato nel  1901 da Carlo Pearson. - -  Per  le appli- 
cazioni del la  geometr ia ,  veggasi :  D'ARcY THO~PSO~ WE~WORTH, On Growth and Form 
(Cambridge,  Univers i ty  Press, 1917). 

(**) ¥ .  VOLTERRX - -  Variazion~ e fluttuazioni del numero d'individui in specie ani- 
mall  conviventi [ "  ~emor i e  del la  R. Accademia  Nazionale dei Lincei,  Classe di Scienze 
Fisieo-Matematiche e Natura l i  , ,  ser. ¥I ,  vol. II, pp. 83 (1927); Memoria CXXXI del 
R. Comitato Talassograflco I ta l iano,  pp. 142 (1927); " Journa l  du Conseil I n t e r n a t i o n a l  
pour l 'Explora t ion  de la ~ e r , ,  vol. III ,  n. 1, pp. 51 (1928)]. Yedi questi  u l t imi  l avor i  
per  le c i tazioni  di Lotka, Ross, D'Ancona,  ecc. Sappiamo che" ci tazioni  d 'al t r i  au to r i :  
Chapman,  Dele~sky, Marchi, Thomson, ecc., compariranno nelle lezioni  fatte al l ' Ist i-  
tu to  Henr i  Peinear6  dal Profl Volterra, che presto verranno pubblieate.  
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individui di altre specie. We seguono delle variazioni dei numeri degli 
individui delle vurie specie~ che in certe condizioni consistono in flut- 
tuazioni uttorno a valori medii, ed in altre rivelano un esaurimento o 
un accrescimento continue. 

Lo studio di queste variazioni ha interesse speculative ed impor- 
tanza pratica. Infatti  i risultati teoriei ottenuti per un'assoeiazione 
biologica costituita da due specie l 'una delle quali si nutre dell'altru 
confermano e spiegano alcuni fatti  notevoli desunti dal dott. Umberto 
D'Ancona dalle statistiehe sulla pesca nelPAlto Adriatico nel periodo 
bellico e in quelli ehe lo precedettero e lo seguirono; i risultati predetti 
interessano pertanto l'industri~ peschereccia. Similmente interessano 
l'agronomia le fluttuazioni dei parassiti delle piante quand0 essi sono 
combattuti  mediante dei lore parassiti. Alcune malat-tie infettive (ad 
esempio la malaria) presentano delle fluttuazioni che hanno forse 1~ 
stessa origine. 

Nella prima t~attazione approssimata il fenomeno appare deter- 
minato soltanto da alcuni caratteri delle specie ehe vi partecipano: 
potenza riproduttiva e mortaht~, voracit~, attitudine alla difesa o al- 
Foffesa; trattasi  quindi di un fenomeno pure interne. Successivamente 
si tien conto delle circostanze ambientah periodiche; tali sono per 
esempio, quelle dipendenti dall'avvicendarsi delle stagioni~ alle quah 
si devono delle oscillazioni forzate di origine esternu nei humeri degli 
individui delle earle specie. Infme, volendo con una ~pprossimazione pifi 
raffmata av~icinarsi maggiormente alla realtY, giover~ tener presente 
il carattere ereditario dei fenomeni biologici, nei quali ~ manifesta 
Finfluenza del passato sullo sta~o presente e s~flla evoluzione futura. 

I~o strumento matematico non ~ fornito dal ealcolo delle probabilitY, 
come si potrebbe supporre alla prima, bensi dalla teoria delle equazioni 
differenziali~ indi da quell~ delle equazioni integro-differenziah quando 
si tien conto della ereditariet~. Le equazioni discendono d~ alcune 
poche ipotesi, semphci e schematiche, e la lore discussione conduce a 
delle precise, limpide leggi m~tematiche che rieevono il conforto del- 
l'osservazione. 

II. 

Associazione biologica di due specie. 

1 . -  Associazione biologica di due specie ehe si contendono il 
medesimo nutrimento. 

Consideriamo due specie conviventi che si nutrono dello stesso 
aHmento. Siano ~Y1 e N 2 i humeri degli individui che le compongono; 
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ammetteremo che ~ i  e N~ siuno numeri reali e positivi quulunque, 
funzioni continue del tempo t ,  e giustiiichercmo queste ipotesi facendo 
osservare che _~ e ~2 debbono ritenersi molto g~'andi, sicch~ appare 
plausibile questu sostituzione del continuo al discontinuo: simili astra- 
zion5 sono frequenti nelle applicazioni della m~tematic~, rendono pos- 
sibile l"uso di quel potente strumento ch'~ il calcolo infinitesimale, 
e in tut t i  i casi classici le conseguenze chese  ne tr~ggono si applieano 
praticumente. Siano ~ e "2, ~ e l~ i coefficienti di natalith e di mo~¢alith 
delle due specie qu~ndo il nutrimento ~ tunto abbond~nte da soddi- 
sfure P~vidit~ di tut t i  gli individui; questi coefficienti misurano l'au- 
mento e la dlminuzione, dovuti alle nascitu ed alle morti, dcl numero 
eli individui di ogni specie, con referenza ad ~m individuo cd ull'unit~ 
di tempo; le differenze 

~1 ~ " ~ 1 - -  [/'1 ~ ¢2 ~ " J 2 - -  ~2 

si potranno legittimamente denominure coefficienti di accrescimento 
delle due specie. 

Dalle equazioai differenziuh che regol~no il fenomeno: 

= ~ ~N~ 
(1) dt dt 

discende che, se ~1 ed ~2 sono positivi, hrl ed ~2 crescono con legge espo- 
nenzi~le. Supponi~mo che derivi da ci5 un~ diminuzione della quantit~ 
di nutrimento di cui ogni individuo pub disporre; si~ h 1 ~Y~ la diminu- 
zione dovuta agh hr 1 individui della prima specie, h 2 ~¥2 quetla dowata 
ugli hr2 individui dell~ second~, sicch~ h~ N, -~ h 2 5r 2 sur~ la diminu- 
zione totale; in ~irtfi del diverso bisogno di nutrimento delle due specie 
i coefficienti di accrescimento si riducono 

e si h~nno le seguenti equazioni differenziali: 

dN~ 

(2b) d t  = v2 hzh ) ] N 2 , 

nelle quah ~1, ~2, hi, h2, ¥1, ~'2 sono cost~nti positive. 
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Si vede facflmente Che le (2)porgono l'integr~le 

(3) N1 ~[2 _ _  Ce( ~i ~[2 - ~,D{1) t 
IY2Yi 

Ammesso che non sia nullo il binomio ~1 ~ ' ~ -  ~. Y~ (ci6 che ~ possibile 
ma in~nitamen~e poco probabfle) lo si potr~ ritenere positivo, perch~ 
se non lo fosse lo si potrebbe rendere tale con lo scambio delle designa- 
zioni delle due specie; allora 

( 4 )  l i r a  - -  = • 
t~--~ ZT2YI 

Poich~ quando 

si ha pure che 

Yi hi 

dt ~ 0 ,  

2V 1 non pub crescere indefini tamente;  pertanto la (4) esige che At2 tenda 
a zero. 

Quando hr~ sia tan to  piccolo che sia lecito trascurare h2N~. di f ronte 
a h12¢ 1 la (2a) diviene 

e porge 

--•1 
~ GO gI ) 

e -- ~i ~ + ,{ihi Co 

dove Go i~ un~ costante ~rbitrari&. Poich~ 

(5) t--oolim/~i ylhl 

si conclude che ~ se ~1 ~ 22 la seconda specie tende ad esaurirsi e la 
Yi Y2 

prima tende a raggiungere fl numero di individui ~ 
7iht " " 
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2. - -  Assoeiazione biologica di due specie una delle quali si nutre 
dell' altra. 

Siano 2Y~ ed hr2 i numeri  degli individui delle due specie. Sia -~ > 0 
fl coefficiente di accrescimento che avrebbe  la pr ima specie (quella man- 
gia~a) se l 'a l t ra  non esistesse; se amrnett iamo che la seeonda  specie 
(quella mangiante)  si esaurirebbe per  mancanza di nu t r imento  se fosse 
sola, siamo indot t i  a r i t enerenega t ivo  il sue coefficiente di accrescimento 
e ad indicarlo con ~ ¢2 (sicch~ % > 0 pub denomlnarsi  il sue coefficiente 
di esaurimento). Se ciascuna delle sue specie fosse sola si avrebbero  
quindi le equazioni differenziali: 

dN, dN2 
(6) a t - - ~ I N I  ' d---t-=--¢2N2 

Se le due specie  convivono e la seconda si nutre  della prima,  ¢1 di- 
minuir~ e - -  ¢2 crescer~; evidentemente  la diminuzione di sl sar~ tan to  
maggiore quanto piil numerosi  saranno gli individui della seconda 
specie, e l ' aumento  di - - ¢ 2  sarb, t an to  maggiore quanto pih numerosi  
saranno gli individui  della pr ima specie. Supporremo che la diminuzione 
di ~ sia proporzionale ad N 2 , e che l 'aumento di - -  s2 sia proporzio- 
nale ad N1, sicch~ risulteranno per  i nuovi  coefficienti di accrescimento 
le espressioni 

helle quali 7~ e ¥2 sono coeffieienti positivi che misurano insieme sia 
i mezzi di protezione della pr ima specie the i mezzi 8i offesa della seconda. 
Avremo quindi le due equazioni differenziali: 

dN1 
(Ta) dt = (~  - -  yxN~) N~ , 

dN2 
(7b) dt - -  = ( - -  "~ + "l~N1) N = ,  

delle quali ci vogliamo era  oeeupare (*). 
Si osservi ehe le precedenti  equazioni ammet tono la soluzione 

(8) N1 -~- ¢~ ~1 
Y2 7L 

(*) Si pub giungere per un 'a l t ra  via a queste equazioni la quale conduce pure 
a stabilire le equazioni generali  nel caso di un numoro qualunque di specie (Cfr. III). 
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che rappresenta evidentemente uno stato stazionsrio. Posto allor~ 

O) 

ed anche 

(iO) 

le (7) divengono 

(iia) 

(lib) 

_ _  ¢ 1  

72 7i 

N 1 = K i n  1 , N ~ = K ~ n ~  , 

d'~'l 
dt -- s l ( l ~ n 2 )  n 1 

(~n 2 
dt -- ~2 (1 ~ nl) n , .  

Si constater~ facilmente che le (11) forniscono l ' integrale 

\e=,) 

dove C ~ uns  costsnte  arbitrsri~. Da esso si deducono le espressioni 
di n 2 mediante  n~, e di nl mediante n2, e 1s sostituzione di queste nelle 
(lla,) e ( l lb )  r ispet t ivamente  conduce s due equazioni involgenti sepa- 
ra tamente  le incognite n~ e n 2 di tipo ben noto, onde 1s integrszione 

r idot ta  ~lle quadrature .  

Poni~mo ors 

(13) x = - -  c 

e t raccismo la curv~ P1 i cui punt i  hsnno per ascisss nm e per o rd ins t s  ,x, 
e is curvs  D2 i cui punt i  hsnno per ascissa n 2 e per ordinats  x; ci6 ~ s tato 
fst~o nella fig. 1: esss metre in luce un m~ssimo d i s  per n~ -~ 1, un  mi- 
nimo per  n 2 = 1, e l 'esistenza di due valori di n~ e di due valori  di n2 
per ogni valore di s compreso frs  il minimo e i l  massimo. Le curve Fx 
e r ,  semplifieano il t raceismento della curva ~ della figura 2, i pun t i  
della quale hanno per ascisse i valori  di ~h e per ordinate quelli di n~. 
Eceo come: faccismo corrisponder e al punto G 1 fl pun~o A , ,  indi  per- 
corr iamo col punto G1 l 'arco C i B1 di !~i ment~e il corrispondente punto  
G 2 percorre l 'areo A 2 C~ di I.~.2; n 1 crescer~ da 1 a b~, n 2 cresc.er~ ds  a S 
~ 1, e quindi nella figura 2 si andr~ dal punto R, (1, a2) al punto S1 (bl, I ) ;  
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~ /  ~ . . . . L . . . k . ~  . . . . . . . . .  l.c.. ..... i . - . Z ~ . ~  

/  \li i • 

i I 

F i g .  1.  

successivamente G1 pereorre B 1 C 1 mentre G2 pereorre C 2 B2, sieeh~ nl 
decresce d~ b~ ~ 1 e4 n 2 cresce d~ 1 ~ b2; e quindi nell~ figur~ 2 Si v~ d~l 

°1 b~ ..... S~ 

t ............. ~"i a ,  

~1 z - , 

F i g .  2 .  

punto $1 (bl, 1) ~I punto  S= (1, b~); di segui. "to G 1 percorre C 1 A 1 mentre  
G= percorre B= C2, sicch~ n z decresce d~ 1 ad a~ ed n= decresce d~ b 2 ~ 1, 
e quindi  nell= figur~ 2 si w d~l punto ~2 (1, b=) al punto R~ (a~, 1); in- 
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fine G 1 percorre A 1 C1 mentre  G 2 percorre C~ A2, sicch~ nl cresce da 
a 1 a 1 ed n 2 decresce da 1 ad %, e netla figura 2 s i v a  dal punto  R1 (%, 1) 
al punto/¢2 (1, %) chiudendo il ciclo. Ora baster~ moltiplicare le ascisse 
e le ordinate di ~ r i spe t t ivamente  per  K 1 e per  K~ per ot tenere la curva 

K,~, > K, K,h, 
Fig .  3. 

A della figura 3, i punt i  della quale hanno per ascisse i valori  di hr~ e per 
ordinate quelli di hr s . I_urine la figura 4 d~ i due diagr~mmi di ~ e di 
hr s in funzione del tempo.  

N. 
N I I 

i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  [ 

F ig .  4, 

Queste curve met tono ni t idamente  in evidenza il carat tere ciclico 
periodico del fenomeno biologico che sti~mo studiando. I1 numero degli 
individui  di ogni specie f lut tua i ra  un massimo eel un minirao; il punto  
di coordinate hr~, IV~ descrive il ciclo chiuso A della figura 3, det to  ciclo 
di fluttuazione, percorrendolo tu t to  in un tempo costante~ ch'~ il periodo~ 
dato dal lu formula:  

(i~) e 

J • i ~, x (I - n I) (i - n~) 

,qem~;~arto ,)fat.  e F~.~. d~ M D a ~ o  - vol .  III.  21 
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Le curve O, W, X della figura stess~ corrispondono a condizioni 
iniziali differenti e sono percorse in periodi differenti; ma  sopra qua- 
lunque ciclo di fluttazione le medie di N ,  ed N~ durante  un periodo sono 
sempre K ,  e K2 r ispet t ivamente .  I1 punto  ~ di coordinate K ,  e K 2 , rappre-  
senta  quello s ta to  stazionario a cui si ~ aecennato pih sopra;  esso ~ inferno 

tu t t i  i cicli di fluttu~zione e prende il nome di centro di fluttuazione. 

Sono interessanti  le conseguenze di una variazione delle cos tant i  

Supponiamo di distruggere uniformemente  gli individui  delle due 
specie in quant i t~ proporzion~li ai loro numeri ;  la pesca ci fa assistere 
ad un fenomeno di questo t ipo.  Dat  punto  di vis ta  analitico cib corri- 
sponde a diminuire fl coefficiente di accrescimento naturale  della p r ima 
specie, cio~ ~,, e a d  aumentare  il coefficiente di esaurimento na tura le  
della seconda, cio~ ~;  i coefficienti %,, e y~ restano evidentemente  eostanti .  
In  queste circostanze le (9) ~ffermano c h e l a  media della pr ima specie 
cresce proporzionalmente ad ~2 e quells  della seconda decresce propor-  

IY, 

12 
..~.°...~s 

N, L . . . .  _ 

Fig. 5, 

zional.mente .ad ~ (finch~ questo numero si m~ntiene positivo), sicch~ 
aumenter~ 1~ media degli individui della specie mangiata  e diminuir~ 
la media degli individui della specie mangiante.  I~a figura 5 rappresent~  
appun to  il passaggio d~ un ciclo A, eorrispondente ~i v~lori ~, e z2, ~1 
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ciclo A', corrispondente ai valori  c' 1 ~ ,~ e ~'2 :>  ~2; I ' i s tan te  deI pas- 
saggio ~ quello corrispondente al punto  P.  Si osservi che il nuovo centro 
di fluttazione ~' ~ si tuato a destra  e in, basso r ispet to al precedente  
P., e eib indica che il valor  medio di ZT1 ~ aumenta to  e quello di ~V 2 
diminuito. 

Se aumentano  i mezzi di protezione della specie mangiata ,  dimi- 
nuiscono i coefficienti T1 e 7~ ment re  ,~ e ~2 restano costant i ;  le (9) indi- 
cane che le medie di ambo le specie crescono. 

I risultati  o t tenut i  sono riassunti  helle seguenti  leggi fondamentali 
delle fluttuazioni relative all 'associazione biologica di due specie una delle 
quali si nut re  del l 'a l t ra:  

1 ~) Legge del ciclo periodico. - -  JSe fluttuazioni dellc due specie sono 
periodiche ed il periodo dipende soltanto da ~1, ~2, C (eio~ dai coefficienti 
di accrescimento e di esaurimento e dalle condizioni iniziali). 

2 a) Legge della conservazione delle medie.- -  •e medie dei numeri  
di individui  delle due specie sono costanti qualunque siano i valori iniziali  
dei humeri  di individui delle due specie finchO si mantengono costanti i 
coefficienti di accrescimento e di esaurimento delle due specie e quelli di 
protezione e di oResa (~z, ~2, "(1, T)- 

3 =) Legge della perturbazione delle medie. - -  Se si cerca di distrug- 
gere uni]ormemente e proporzionalmente al loro numero gli individui  
delle due specie, cresce la media del numero di individui della specie man- 
giata e diminuisce quella degli individui  della specie mangiante. L'au- 
mento di protezione della specie mangiata aumenta invece ambedue le medie. 

Le specie animali per le quali sembra  pifl facile il controllo di queste 
leggi sono i pesci. Esis tono infat t i  specie di pesci che si nutrono le une 
delle altre, mentre,  come gi£ accennammo, la pesea distrugge unfforme- 
mente  le earle  specie. Orbene ~ veramente notevole l'accordo dci risultati 
delle statistiche con le previsioni matematiche. 

I1 dot t .  Umber to  D'Ancona si ~ occupato " dell' influenza della 
stasi  peschereccia nel periodo 1914-18 sul patr imonio it t ico dell 'Alto 
Adr i a t i co ,  (*), cd ha r i levato che verso la fine della guerra le specie pifi 
voraci,  spec ia lmente  i selaci, erano re la t ivamente  pii~ abbondanti~ 
ment re  re la t ivamente  meno abbondan t i  erano le specie pifi innocue.  
Ci6 indica c h e l a  pesca ultera requil ibr io biologico che si raggiunge- 
rebbe na tura lmente  t ra  le diverse specie di pesci nell 'Alto Adriat ico,  
e lo spos ta  a favore delle specie inermi: risultato,  questo, che ~ con- 
forme alia iegge della perturbazione delle medie. 

(*) ]~emoria CXXVI del R. Comitato Talassografico Italiano. 
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]~ interessante rilevare, infine, c h e l a  per turbazione delle medie  fu 
intul ta  da Carlo Darwin,  il quale scrisse: "The  amoun t  of food for each 
species of course gives t h e  ext reme hmi t  to which each can increase;  
but  very  f requent ly  it is not  the  obtaining food, bu t  the  serving as prey 
to other  animals which determines the  average numbers  of a species. 
Thus, there  seams to be ht t le  doubt  tha t  the  s tock of par t r idges ,  grouse 
and hares on any  large estate depends chiefly on the  des t ruct ion of 
vermin.  If  not  one head of game were shot dur ing the  next  t w e n t y  
years in -England ,  and, at the same time, if no vermin  were dest royed,  
there would, in all probabili ty,  be less game than  at present ,  
a l though hundreds  of thousands of game animals are now annual ly  
shot , (*). 

]5'indagine precedente  ~ suscettibile di una  notevole estensione. 
Le equazioni (7), sulle quali essa si fonda, esprimono che le velocit~ 

di accreseimento delle due specie subiscono, a cagione della convi- 
venza delle due specie, variazioni proporzionali al prodot to  N 1 -~2, 
proporzionali  cio~ al numero degli incontri  degli i nd iv idu i  di  specie 
diverse. I n  modo preciso: nel caso considerato il coefficiente di accresci- 
mento  na tura le  della pr ima specie ~ positivo, queHo della seconda 
negativo, e gli incontri  sono sempre sfavorevoli alia pr ima specie (specie 
mangiata)  e favorevoli  alia seconda (specie mangiante) ;  quindi le quat t ro  
costanti  ~1, ~2, Y~, Y2 sono positive. 

Si possono studiare le stesse equazioni facendo tu t t e  le possibili 
ipotesi sopra i segni dei coefficienti ~ ,  ~ ,  Y~, 7.~; ci5 corrisponde ad esa- 
minare i diversi casi nei quali gH incontr i  t ra  individui di specie diverse 
sono favorevoli  0 sfavorevoli ad esse, corrisponde quindi ad indagare  
i diversi effetti deHe mutue  azioni di due specie conviventi.  Un risultato 
saliente mer i ta  di essere qui r icordato : la convivenza di due specie in  modo 
stabile e permanente  si ha soltanto nel caso che ~ stato studiato pi i t  sopra; 
in tu t t i  gli al tr i  casi o una delle due specie distrugge l'altr~, 0 si estin- 
guono ambedue,  oppure una almeno cresce indefmitamente.  

~ o l t i  fa t t i  interessanti  la medicina dipendono dagli incont r i  e dalle 
rcciproche azioni degh individul di specie diverse: specie umana  e germi 
patogeni,  specie parassi tata  e specie parassita;  si comprende per tan to  
come le fluttuazioni deHe epidemie possano aver rapporto con le teorie 
precedent i .  

(*) C~L~s D~RwIn, The origin of species by means of natural selection, or the 
.preservation of favou}'e~ races in the struggle for life. Sixth- edition, with corrections 
to 1871. London, John h[urray, 1882 (pp. 53~ 54). 
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Accennismo infine ad una indagine che ~ complemento opportuno 
della legge dells perturb~zione deHe me~e .  Si ~ gig awerti~o che quest~ 
legge vale s e i l  nuovo coefficiente di accrescimento della prima specie 
~'~ ~ positivo, e in questo caso ~ noto che il punto P (~1 ,N2) deserive 

i [ 

al ~ Fl~. 6 bt 2V~ 

il ciclo di fluttazione I della figura 6, nel senso indicato dalls ~ecci~. 
~ a  se cresce l'intensit£ della distruzione delle specie si pub avere ~'1 ~ 0 
allors il mtmero degli individui dells prima specie tende assinto~icamente 
ad un limite a~, mentre la seconda specie tende ad esaurirsi; il punt6 
P deserive lo lines II ,  nel senso dells frecci~, ~vvicin~ndosi indefinit~- 
mente ~1 punto al s~nza mai raggiungerlo. E se la intensit~ dells distru- 
zione delle specie ~ ancor maggiore si ha ~'~ ~ 0; ~llora ambo le specie 
tendono ad esaurirsi, e il punto P descrive la linea I I I ,  nel senso della 
freccia. In questi due casi il fenomeno perde evidentemente il carattere 
ciclico-periodico che possedeva nel primo caso. 

III. 

Associazione biologica di pifi specie. 

]~ facile l'estensione della ricerca dianzi esposta, relativs slla con- 
vivenz~ di due specie che si dispu~ano lo s~esso nu~rimen~o, al caso di 
un numero qualunque di specie. Qui ci limitiamo a ricordare soltanto 
che, in generale, tutte le specie ad eccezione di uns tendono a spsrire. 
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Consideriamo oru un'associazione biologica d i n  specie alcune delle 
quali si nutrono delle al t re;  supponi~mo che l ' incontro di due individtti 
di specie diverse abbia sempre un risultato favorevole per  la specie 
dell 'uno e sfavorevole per  quella dell 'altro, oppure nullo per  ambedue.  

Siano N ,  e 2V~ i numer i  degli individui delle specie r e s r ispet t iva-  
mente. ]] numero  degli incontr i  di un individuo dell 'una con un indi- 
viduo dell '~ltra specie, nell 'unit~ del tempo,  ~ proporzionale al p rodo t to  
NrSTs, sicch~ pub essere indicato con c , s N r ~ s .  In  questi  incontr i  
sono distrut t i  gli individui  della specie r, in numero proporzionale al 
numero degli incontri ,  e ci6 provoea un aumento del numero  degli in- 
dividui della specie s; sia c,s h~ ~ N s  il numero degli individui  della 
specie r dis t rut t i  nell 'unit£ di tempo a eagione degli incontr i  con gli 
individui della specie s, sia c~sk~sN, N8 fl corrispondente aumento  del 
numero degli individui  della specie s. 

Noi supponiamo che il rappor to  ira  questi  numeri,  cio~ il rappor to  
hr~/kr8, sia sempre espresso da ~ / ~ ,  dove a~, % ,..., ~ sono n numeri  
positivi caratterist ici  della 1", 2", .... , n" specie. Diremo che i numeri  
~1,%, .... , ~ .  sono gli equivalenti degli individui delle diverse specie, 
volendo r icordare con questa  denominazione che se la specie s si nu t re  
della r la distruzione di ~, individui della r determin~ 1~ comparsa  
di ~s individui della s. Diremo che i numeri  ~z ---- 1/a~, ~2 = 1/% ,..., 
~,-=  1/~, sono i valori degli individui delle diverse specie, e conse- 
guentemente  definiremo come valore dell'associazione biologica l 'espres- 
sione 

(15) W = ~1 N1 + ~-N2 + ... + ~,,N,,. 

Le ipotesi precedenti  esprimono che gli incontri degli individui 
delle varie specie non alterano il valore dell'associazione biologica. Un'us-  
sociazione biologica in queste condizioni si dirh conservativa. 

]~ bene a w e r t i r e  subito che le associazioni conservat ive  sono 
probubflmente  associazioni ideali, che rappresentano solo approssima- 
t ivamente  le associ~zioni naturali .  Sembra che una rappresentazione 
pitt fedele 4elle associazioni natural i  sia data  dalle associ~zioni dissipa- 
tive, nelle quali il valore dell 'associazione diminuisce per  ogni incont-ro 
fra individui  di due specie seguito da una divorazione. 

Ci proponiamo di o t tenere  le equazioni di~fferenziali carat ter is t iche 
eli un~ assoeiazione biologica conservativa.  

:Le eguaglianze 

7~',.~ ~ ~ , .  
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ers hrs ~r -~ ers k~s ~s -~ a~s ; 

allora la diminuzione del numero degli individui della specie r sar~ 
espressa d~ 

1 

e l 'aumento del numero degli individui  della specie s da 

1 
~ e,.~iV.N~ ; 

se poniamo ar~ - - - - -  as~ (con as~ ~ O) possiamo dire che i numer i  
degh individui delle specie r e s crescono nell 'unit~ di tempo, a cagione 
dei loro incontri ,  di 

1 1 
~----~ asr ~ ' r  ~'s , ~---s ars -~r Z~ s 

r ispet t ivamente  . Ne segue che l ' iacremento del numero degli  individui 
della generic~ specie r nell 'uai t~ di tempo, dipendente dui loro incontri  
con gli iadividui  delle ultre specie, ~ dato d~ 

ossiu da 

n 1 ~ as.  N ~ Y ~  , 

A'~/--r t5 

~ 

sono evidentemente  nulle le a n ,  e quelle asr gli indiei delle qu~li eorri- 
spondono a due specie che non si nutrono l 'u~a dell'~ltr~. Or~ rieordi~mo 
che se ~r ~ il coefficiente di ~ccrescimento natur~le della specie r ,  l 'in- 
cremento del numero degli individtfi di quest~ specie nell 'unit~ di tempo 
dipendente d~lle nascite e dalle morti  naturali,  ~ dato da CrYr. Per tan to  
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l ' aumento totMe del numero  degli individui della specie r nell 'unit~ 
di tempo ~ dato da 

N r  ~ c'srNs , 

ossia d~ 

Queste considerazioni giustific~no le segalenti equ~zioni differen- 
zi~li: 

a~¥r ~,.~ + ~ (.~,.lV~ ~V,. (r = 1, 2 , . . ,n ) ,  
(16) ~ dt -- ~ s 

che sono quelle richieste. Esse costituiscono un sistema d i n  equazioni 
differenziaH quadrat iche nelle n incognite 2Y1, ~ , . . . ,  2Y, funzioni del 
tempo t. 

~Tello studio del s is tema (16) ha una  parte  impor tante  il determi-  
nante  delle asr, detto determinante ]ondamentale: tr~tt~si di un  deter-  
minante  emissimetrico di ordine n, che ~ positivo (o nullo) se n ~ pari,  
hullo s e n  ~ dispari. Si comprende quindi che lo svolgimento anali~ico 
sia diverso a seconda c h e n  ~ pari  oppure disp~ri. 

Se il numero  delle specie ~ p~ri si perviene a tre leggi che sono 
estensioni di queue dianzi enlmciate per  un'associazione di due specie~ 
ma occorre che fl determLtlante fond~mentale non sia hullo e che esist~ 
uno stato st~zionario senz~ es~urimento di specie. 

L~ pr ima legge ~fferma allora ehe le variazioni dei humeri  degli in- 
dividui  delle earle specie sono limitate Ira humeri  positivi ed esistono 
sempre delle fluttuazioni che non si smorzano. Pitt esplicitamente: il nu- 
mero degli individui di ogni specie resta sempre compreso fra due numer i  
positivi; flss~to lm arbitrario v~lore to del tempo (comunque grande) 
vi ~ qualehe specie per 18 qu~le il numere  degli individui ha massimi e 
minlmi per t ~  to ed ha lma oscillazione per t ~ t o  ehe tende ad  un  
limite fmito e non nullo qu~nto to tende all'infmito. Questa legge met re  
in luce che si conserva la propriet~ della fiuttuazione, mentre  si perde  
la periodicit~ del fenomeno. 
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La Seconda legge testa  inal tera ta  quando si prendano come medie 
dei numeri  di individui  delle singole specie i limiti delle medie stesse 

per durate di tempo infinitamente lunghe (mealie assintotiche). 
l~ell'estensione dells terzu legge oltre ~lle ipotesi gi~ specifie~te 

v'~ quells che si possano distinguere le specie msngignt i  da quelle man- 
gigte. Allors se si distruggono uni]ormemente e proporzionalmente al 
numero dei loro individui tutte le specie~ le medie assintotiche dei humeri  
degli individui di qualcuna delle specie mangiate (se non di  tutte) cresce- 
ranno e le medie assintotiehe dei humeri  degli individui di qualcuna delle 

specie mangianti  (se non di tutte) diminuiranno.  

Se i l  numero delle specie ~ dispgri non ~ possibile che il numero degli 
individui di ciascuna specie resti limitato Ira due humeri positivi~ onde 
l'associazione non ha carattere stabile. Si potr~ gssistere gllor~ all ~ esgu- 
r imento di quulche specie: ad esempio, in circostunze che qui non 
neeessgrio precisgre, si trovg che ung specie reade gssintoticgmente g 
un esgurimento, ment re  le r imunent i  n - -1  specie tendono glle fluttu~- 
zioni delle gssocigzioni con un numero  pari  di specie~ vicine ~1 loro stgto 
stszionurio. Mg s e i l  numero degli individui di un~ delle specie crescer~ 
indefinitgmente si pub riconoscere che le equgzioni (16) finirgnno col non 
essere pih vglide; infst t i  si render~ gllorg 'necess~ri0 di considerare 
l'influenz& che il numero  degli individui di unu specie h~ soprg il suo 
coeffieiente di uecrescimento. 

Ung prim~ ind~gine in quest~ direzione si pu0 fare supponendo 
che i coefficienti di accre~cimento, ~nzich~ essere le costsnti  ~ , sisno 
~ -  k~N~, dove le ~ .indieuno delle costgnti positive o nulle. Esss  
conduce gila seguente proposizione: Se esiste uno stato stazionario senza 
esaurimento di specie, e se i coefficienti di accrescimento di una o piA specie 
decrescono ~inearmente col crescere del numero dei rispettivi individui,  
mentre icoefficienti di aecrescimento delle altre specie sono costanti, 
partendo da uno stato iniziale qualunque diverso da quello stazionario si 

avranno sempre per le prime o variazioni assintotiche o fluttuazioni ehe 
andranno smorzandosi. Se tutti i coefficienti decresceranno nel modo sud- 
detto lo stato del sistema tenderh verso quello stazionario. Si pub dire che 
le gzioni che tendono s r idurre l ' ineremento di cigscuna specie col cre- 
scene del numero degli individui che gd ess~ gppgrteng0no,  producono 
un effetto analogo k quello degli g t t r i t i  interni  in ung sistemg m~teriule~ 
c~o~ smorzg~o !e fluttuazioni. 

P ih  generglmente si pub supporre e h e i  coefficienti di gccrescimento 
dipendgno l ine~rmente ed i n  modo quglunque dgi numer i  degli indi- 
vidui di tu t t e  le specie, e che gli effetti degli incontri  degli individui  di 
specie d iverse  signo risentiti  in modo qualunqu~e~ purehg costgnte~ dglle 

8 e m $ n a r ~ o  M a t .  e ~ ' i s .  d i  M ~ a n o  - vol.  III .  2~ 
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specie stesse, proporzionalmente al numero degli incontri .  Si possono 
allora scrivere le equazioni seguenti :  

dt -- ~ - -  P~s Ns ~Y~ (r = ], 2,..,n)~ 
I $ 

nelle quali le ~r e le P~8 indicano costanti  qualunque. Queste equazioni  
sono evidentemente  assai pifi generali delle (16) e valgono~ oltre che per  
le associazioni conservative,  anche per  quelle dissipat ive;  per  queste 
ult ime da esse discende che il numero degli individui di ciascuna specie 

limitato Ira numeri  positivi, e le variazioni delle singole specie saranno 
assintotiche o saranno fluttuazioni smorzate che ]aranno tendere l~associa - 
zione biologica verso lo stato stazionario. 

Accenneremo ancora ad un ulteriore affmamento della ricerca. 
Nelle (17) figurano i coefficienti di accrescimento naturale  ~ ,  che si sup- 
pongono costant i ;  ma in realt~ essi cambiano~ non foss 'altro che in di- 
pendenza dell'av-~icendarsi delle stagioni a cui devesi cer tamente  una  
variazione col tempo a periodo annuale. Conviene per tan to  indaga- 
re Pinfiuenza di circostan.ze ambiental i  periodiche~ e ci5 si pub iniziare 
sost i tuendo alle ~ helle (17) le espressionl 

~,. -~ g'~ cos kt ÷ g"~ sen kt~ 

neHe quali g'r , g"r  e k sono costanti.  Gi~ questo primo ten ta t ivo  metre  
in evidenza un fa t to  notevole  se le costanti  g'~ e g",. sono t an to  piccole 
che si r i tenga lecito t ra t tar le  come quanti t~ infmitesime del pr imo ordine, 
sicch~ i valori  medi  dei coefficienti di accrescimento durante  fl per iodo 
2=/k, cio~ le ~ ,  differiscono poco dai valori variabili;  allora se prendendo 
come coefficienti d'accrescimento questi va~ori medi si ottengono variazioni 
assintotiche o fluttuazioni smorzate o non smorzate vicine ad uno stato 
stazionario (variazioni proprie), per le piccole fluttuazioni corrispondenti 
ai coefficienti di accrescimento periodici varrh il principio della sovrappo- 
sizione delle variazioni proprie alle ]luttuazioni ]orzate, cio~ esse si 
otterranno sovrapponendo alle variazioni proprie quelle ]orzate aventi il 
periodo dei coe]ficienti d~accrescimento, quando esso non coincida con 
a~cuno dei periodi delle eventuali fluttuazioni proprie. 

Un caso part icolare the  si pub studiare in modo esauriente i~ quello 
di i re  specie vivent i  in un ambiente  limitato, come sarebbe un'isola, e la 
pr ima di esse mangia la seconda e questa la terza e non viceversa.  Come 
esempio possiamo prendere una specie di animali carnivori  che si nu t re  
di una specie di erbivori  e questa a sua volta di v_ua specie vegetale 
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per la quale ammett i~mo che valga la stess~ trat tuzione fat tu  per  gli 
animali;  un~altro esempio ~ offerto dagli insetti  parassit i  delle pi~nte e 
dai loro parassiti .  

Possiumo riassumere i r isultati  come segue: 
1 o Caso. - -  Anche se ammet t iumo che i vegetali  possano au- 

mentare  indefinitamente il nu t r imento  che giunge ui carnivori  a t t raverso 
gli erbivori  non ~ sufficiente a muntenere la specie carnivora e questa 
si esaurisce, mentre  gli erbivori  e i vegetuli tendono ad una fluttuazione 
periodic~ non smorzat~ (caso conservutivo).  

2 ° Caso. - -  Se il coefficiente di aecrescimento della specie ve- 
getale fosse costante  il numero degli individui di ess~ crescerebbe in- 
defmitamente,  quindi conviene supporre  che il det to coefficiente decresce 
proporzionalmente al numero degli individui (caso dissipativo). Si pre- 
sentano i seguenti  sot toc~si:  

a) I1 nut r imento  fornito dai vegetali  non ~ sufficiente a mante-  
here gH erbivori,  quindi la specie erbivor~ e la specie c~rnivor~ si esau- 
riscono, mentre  la specie vegetule tende ad un vulore costante.  

b) Le piante  sono sufficienti a mantenere  gli erbivori  mu non vi 
sufficiente nut r imento  per  i eurnivori at tr~verso gli erbivori, quindi la 
specie carnivora si esaurisce 7 mentre  erbivori e piunte tendono ad una 
fluttuazione smorzata  e finalmente ad uno stato stazionario. 

c) I1 nut r imento  ~ sufficiente perch~ tu t t e  le specie vivano ed 
esse, ~ttruverso variazioni assintotiche o fluttu~zioni smorzate, tendono 
verso uno s tato stazionario.  

IV. 

Studio delle azioni ereditarie. 

Abbiamo gi~ accennato alla opportuni t~ di considerare anche il 
carat tere ereditario dei fenomeni biologici se si desidera una rappre- 
sentazione pifi fedele di essi. Ci proponiamo ora di dare qualche indi- 
cazione sullo studio nel caso eredit~rio di un'associazione biologica di 
due specie l 'un~ delle quali si nut re  delPaltru (*). 

Per  un '  associazione biologica ~di questo tipo scrivemmo, nella 
seconda par te  di questa comunicazione, le equazioni (7); ~ utile r icordare 
che esse possono essere giustificate col seguente ragionamento:  

(*) V. VOLTERRA." Sulle fluttuazioni biologiche [ "Rendicont i  della R. ±ccademia  
Nazionale dei Lincei  , ,  ser. ¥I ,  vol. V. 10 sere. 1927, pp. 3-10]; Leggi delle fluttuazioni 
biologiche lib., id., pp. 61-67]; Sulla Teriodicith delle fluttuazioni biologiche [ib., i d .  
pp. 465-470]. 
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Se la pr ima specie fosse sola il numero dei suoi individui  cresce- 
rebbe nel tempo at di ~ hrz at; ma nello stesso tempo il numero  di incontr i  
degli individual delle due specie ~ proporzionMe a ~ N~ at, ed a questo 
stesso nmmero ~ proporzionMe il numero  degli individui della prim~ 
specie che sono m~ngiuti  nel tempo dt. Indicando con y~ una  costante 
positiva, potremo scrivere l 'eguaglianza 

dMla quMe scende subito la (7~). 
Se la seconda specie fosse sola fl numero dei suoi individui  d iminui-  

rebbe nel tempo dt di ~ W~ at; ma nello stesso tempo essa si rffornisce 
di nu t r imento  negli incontr i  con gli individui della pr ima specie, e si 
ammet t e  che ei6 provochi  un ineremento proporzionMe M numero  degli 
incontri.  Indic~ndo con y~. una eostante positiva, pot remo scrivere 
l 'egu~ghanza 

dlV 2 -~ ~ ~ IV 2 dt -k y.~ ~V~ :V~ a t ,  

dMla quMe scende subito 1~ (Tb). 
~¢Ia il r~gionamento che porta  Mla (7b) non ~ soddisfacente, perch~ 

il nu t r imento  che ricevono gli individual della seconda specie nell ' inter- 
vMlo di tempo dt non ~ quello che produce 1' incremento della specie 
hello stesso intervallo ai tempo; ~ Luvece il nutr imento r icevuto nei  tempi  
precedenti  che Lufluisce sull ' incremento della specie. 

Noi supponiamo c h e l a  distribuzione percentuMe degli individui  
secondo l 'et~ non vari  col tempo, l_adichi~mo con ](~)d~ il r~pporto 
fr~ il numero  degli individui che hannP et~ Compresa fr~ ~ e ~ + d~ 
e il numero  totMe, sicch~ il r~pporto fra il numero degli individui  che 
hanno et£ superiore a t ~ ~ e i l  numero  totMe sar~ 

o o  

t - T  

= ~ ( t -  -~) 

bTe segue c h e l a  frazione degli ~2 (t) individui, eSistenti al ~;empo t, 
che .gi~ esisteva M tempo =, an te r iore  ~ t, ~ d~ta d~  ~ (t-- ~) _ ~  (t), e la 
quant i t~  di nu t r imento  da essi ingerita nell'intervMlo, di t empo  (z ;. T H- dz) 
{~ espressa da 

~f ~ ( t - ~ )  ~v~ (t) : ~  (-~) a~ ,  
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dove y indica ~ma costante positiva. Questi nut r iment i  influiranno 
sull 'accrescimento della seconda specie all 'istante t in misura diversa 
secondo la grandezza dell ' intervallo di tempo t - - z ;  quindi potremo 
misurare questa influenza moltiplicando la precedente espressione per 
una funzione positiva ~ ( t--~),  onde avremo 

, ¢+( t -  ~) + ( t - -  ~) 2v~(t) 2¢1(~) a~ = F ( t - -  ~) ~%(t) ~v~(~) az .  

Sommando tu t te  queste quantitY, r-ela~ive u tu t t i  gli intervalli  di 
tempo che precedono lqstante t, otterremo i' 

f*  F ( t -  ~) N~(t) _x~(~) d-~ . 
- - 0 0  

Ecco dunque l"equazione che sostituisce a t tualmente  la (7b): 

--QO 

PoSsiamo concludere dicendo che nel cuso eredi~ario lo studio 
delle associazioni biologiche di due specie l"una delle quali si nutre  
dell 'altra ~ ricondotto, dal punto di vista anahtico, allo studio del 
seguente sistema di equazioni: 

(18Q dN, 
d t  - N ~ ( t ) (  ~ - -  . l~ .y~( t )  ) , 

(18b) 
d-t -~o 

la pr ima ~ un'equazione differenziale ordinaria e l 'altra lm'equazione 
integro-differenziale. 

Aggiungiamo soltanto che per rendere simmetrica la t rat tazione 
matema~ica conviene sostituire alle (18) le seguenti, alle quMi pub 
anche darsi ua  significato biologico: 

(19a) - -  ~ ' ~ ( t - -  ~ ) ~ v ~ ( ~ ) d ~  , 
d t  _ ~  

( ; ) (19b) d _ ~ =  N2(t ) __ ~2 + y2Nl(t ) + /~2 ( t -  ~)Nl(v)d~= 
dt _~ ' 
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dove 71 e T2 sono costanti  positive, e F1, F 2 sono funzioni finite, continue, 
positive, che supporremo nulle per  valori del l 'argomento eguali o su- 
periori a T O > 0 onde assieurare la convergenza degli integrali;  la co- 
s tan te  T2 e 1s funzione /Pl possono essere nulle. 

D~Ue (19) discendono te seguenti  leggi fondamentali delle fluituazioni 
nel caso  ereditario relative al l 'associazione biologica di due specie l 'un~ 
delle quali si nut re  dell 'altru: 

1 a) Legge delle fluttuazioni.- I humeri  degli individui  de~le due 
specie oscillano indefinitamente attorno ai valori corrispondenti allo stato 
stazionario, passando, col cresceve indefinito del tempo, per infiniti mas= 
simi e minimi .  

2 a) Legge della conservazione delle medie. ~ I valori medi assin= 
totici dei numeri  degli individui delle due specie sono indipendenti dallo 
stato iniziale e coincidono con i valori corrispondenti allo stato stazionario. 

3 a) Legge della perturbazione delle m e d i e . -  Se si cerca di di- 
struggere uni]ormemente e proparzionalmente al loro numero gli individui  
delle due specie, cresce la media assintotica del numero degli individui  
della specie mangiata e diminuisce quella del numero degli indiv idui  
della specie mangiante. 

l~icorderemo infine che nel caso ereditario non possono sussistere 
picco~e fluttuazioni periodiche intorno allo stato stazionario. 


